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Como parte da matéria de eletromagnetismo e a modo informativo explora-se neste resumo o fenémeno de Anderson
Localization, o qual basea-se num fené6meno quantico que influencia em certo regime a propiedade de condutividade
dos metais (em primera aproximagido) mas que consegue prever o comportamento "condutivo"de ondas, no termo
mais amplo da palavra. Sera apresentado um esbogo da matemaética usada para descrever o fenémeno e também
discorreremos acerca de alguns dos experimentos mais relevantes relacionados a este.

A teoria classica da condutividade eletronica de
Drude (1900) foi construida com base na idéia de que
elétrons livres sao espalhados por ions positivos numa
rede. Um conceito chave nessa descri¢ao é o do caminho
livre médio £ (¢ = vT), ou seja, o comprimento médio
que um elétron viaja antes de colidir com um fon. Em
vista de que a condutividade é diretamente proporcio-
nal ao tempo médio entre as colisoes (o0 = e?nr/m com
n a densidade de particulas) concluimos que esta deve
ser diretamente proporcional a £.[1]

Com a descoberta da mecénica quantica entendeu-
se o motivo pelo qual os elétrons aparentemente nao
se dispersam de fons que ocupam sitios de rede regu-
lares: o carater ondulatoério destes faz com que o elé-
tron difrate de um cristal ideal. A resisténcia aparece
apenas quando os elétrons se dispersam pelas imperfei-
coes do cristal. Com essa revisao o modelo de Drude
ainda pode ser usado, mas um elétron é visto como "zi-
guezagueando" entre as impurezas de forma que quanto
maior for o nimero de impurezas menor o caminho livre
meédio e, por conseguinte, menor a condutividade.|[2]

1 Localizagao de Anderson

Philip Warren Anderson em 1958 propde uma teoria
que leva em conta a influéncia destas impurezas e defei-
tos na condutividade assim estabelecendo que a desor-
dem produzida na rede pode fazer com que um elétron
fique imovel [3] de modo que transigbes metal-isolante
poderiam ser explicadas. Esta localizagao é produto da
interferéncia de muitos espalhamentos das fungoes de
onda do elétron.

Anderson considerou um modelo de ligagao forte de elé-
trons em uma rede cristalina, com niveis de energia em
cada ponto distribuidos aleatoriamente. A visao tra-
dicional tem sido que a dispersao pelo potencial alea-
torio faz com que as ondas de Bloch percam momento
na escala de comprimento do caminho livre médio[4].
No entanto, acreditava-se que a funcao de onda per-
manecesse estendida por toda a amostra (ver figura
l.a). Anderson ressaltou que se a desordem é sufici-

entemente forte as particulas podem ficar localizadas
na medida em que o envelope da fungao de onda v (r)
decai exponencialmente de algum ponto ry no espaco,
[(r)| ~ exp(|r — 7ro|/&), onde £ é a longitude da loca-
lizacao.
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Figura 1: a) Funcao de Bloch num cristal quase per-
feito com estado estendido e caminho livre médio ¢, b)
Efeitos da interferéncia na propagacao das ondas num
meio desordenado, estado localizado com comprimento
de localizacao &

2 Intuicao e algumas equacoes
)
para entender o modelo

Para entender como a localizagao ocorre pode-se come-
¢ar com mecanica elementar das ondas e a descri¢ao da
localizacao fraca, onde efeitos de interferéncia de on-
das sao mais claramente vistos no limite de dispersdo
fraca. Embora seja dificil observar a localizagdo com-
pleta em temperaturas finitas T devido ao efeito das
interagoes que limitam a coeréncia de fase, o efeito dra-
maético da localizagao é visivel para T finitos na forma
de “localizacao fraca”.

2.1 Localizagao fraca

Suponha que um elétron se propague em um meio de-
sordenado (ver figura 1.b) Para obter a probabilidade
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total de que o elétron chegue em um ponto devem-se
somar as amplitudes de todos os caminhos possiveis e
elevar ao quadrado o resultado final com valor com-
plexo. Esta probabilidade consiste de uma soma de ter-
mos quadrados além de muitos termos de interferéncia
de produto cruzado. Pode-se ingenuamente argumentar
que, em meios desordenados, as fases dos termos de in-
terferéncia sao tao aleatérias que sua soma desaparece.
Contudo, esta suposi¢ao nao esta bem justificada, como
seré exibido a seguir.

Considere uma onda viajando em um meio desorde-
nado tendo a posicao A como ponto de partida. Um
caminho aleatério de luz que retorna a fonte de luz pode
ser seguido em duas diregoes opostas (flechas pretas
pontadas e vermelhas da figura 1.b). As duas ondas
que se propagam em diregoes opostas ao longo desse
loop adquirem a mesma fase e, portanto, interferem
construtivamente em A [5]. Sejam as amplitudes de
probabilidade A; para o pacote de onda que se move
do ponto A ao longo de algum caminho C; de volta
para A. A probabilidade de transicdo para a particula
se mover ao longo de C; ou Cy seré eq.1 [6].

w=|A; + As? = |A1|* 4 |A2)? + 2Re(A}As) (1)

Wel Wint

Para quaisquer dois caminhos, o termo de interferéncia
Wine pode ser positivo ou negativo e, por conseguinte,
a média é zero. Entretanto, se Ay = Ay, sendo Ay, a
amplitude do tempo-reverso do caminho C{, entdo, a
probabilidade de retorno w é aumentada por um fator
de dois em comparac¢ao com a probabilidade w.; de um
sistema classico:

w = 4|A]* = 2wy (2)

Isso leva a uma reducao da probabilidade da onda se
transmitir, o que significa que o coeficiente de difusao
(D) e a condutividade (o) tambem se reduzem. Essa
variagao da condutividade é igual & probabilidade de
interferéncia de dois pacotes de comprimento de onda
A depois de retornarem ao ponto de partida. A pro-
babilidade infinitesimal de retorno & origem no tempo
t de uma difusao de particulas na dimensao d é dada
por (47 Dt)~%2d3r [7]. Uma vez que o elemento de vo-
lume da interferéncia no intervalo de tempo [t,t + dt] é
A4~lydt encontra-se a correcdo quantica para a condu-
tividade do como: [4]

—e3pp(1—Z) 1d=3
= —@%ln(w/r) :d=2
fcl(\/?—l) :d=1
3)
Aqui D = év% e ¢; sao constantes de ordem da uni-
dade. O limite superior da integral é o tempo de rela-
xacao de fase 74, ou seja, o tempo médio apés o qual a
coeréncia de fase é perdida devido a processos inelésti-
cos ou outros processos de mudanca de fase.
Para que existam processos de localizacao fraca, a
desigualdade 74 > 7 deve ser mantida. Note que a

oo /T‘i’ v\ Ldt
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correcao em trés e duas dimensoes depende da relagao
entre o comprimento de onda e o caminho livre médio
(M\/0), e se torna menor no limite de desordem fraca,
onde A\/¢ <« 1. Em duas e uma dimens@o a corregao
aumenta no limite 7/74 — 0, ja que se espera que a
taxa de relaxacdo de fase 1/74 para um sistema em
equilibrio termodinadmico va para zero em T — 0.
Com 7/75 — 0 para T — 0, a corregdo quantica de
localizagao fraca seré grande em qualquer sistema em
d = 1,2, nao importa quao fraca seja a desordem, si-
nalizando o fato de que nao ha estados estendidos em
dimensoes d = 1,2. O comprimento caracteristico L
sobre o qual um pacote de ondas retém a coeréncia de
fase esta relacionado com 74 pelo coeficiente de difusao
Ly = /D7y. Em sistemas de dimensao restrita, como
filmes de espessura a ou fios de didmetro a, a dimensi-
onalidade efetiva do sistema em relacao a localizagao é
determinada pela razao Ly/a. Ou seja, para Ly < a 0
sistema ¢ tridimensional (3d), enquanto para Ly >> a
uma difusao ao longo do tempo 74 ocorre na geometria
restrita do filme ou fio, e a dimensao efetiva é, portanto,
2 ou 1 [0].

2.2 Localizagao forte e transicao de An-
derson

A aparicao de estados localizados é facilmente enten-
dida no limite de desordem muito forte: do fato de
que orbitais localizados existirao segue que em posigoes
onde o potencial aleatério forma um pogo profundo a
hibridacao dos orbitais adjacentes pelas amplitudes de
tunelamento causa apenas uma perturbagao que nao
desloca a particula. A razao para isto é que os orbi-
tais proximos terao energias suficientemente diferentes
de modo que a quantidade de hibridazao seja pequena.
Por outro lado, os orbitais proximos em energia esta-
rao, em geral, espacialmente distantes, de modo que
sua sobreposicao é exponencialmente pequena. Assim,
podemos esperar que as fungoes de onda em sistemas
fortemente desordenados sejam localizadas exponenci-
almente. Em geral, estados localizados e estendidos da
mesma energia nao coexistem, ji que em uma situacao
tipica qualquer pequena perturbacao levaria a hibrida-
¢ao e, portanto, & deslocalizagao de um estado locali-
zado.

Para forca de desordem crescente 7, havera entao uma
transi¢ao brusca de estados deslocalizados para locali-
zados em uma forga de desordem critica n.. Um critério
qualitativo para quando uma transicao de Ander-
son é esperada em sistemas 3D é dada pelo critério
Toffe-Regel que afirma que, como o caminho livre mé-
dio torna-se mais curto com o aumento da desordem, a
transicao de Anderson ocorre quando £ ~ \ da particula
(o que equivale a condigao kf ~ 1 ).



(Este critério tem trazido muita discussio ao re-

dor. Um dos maiores argumentos em contra foi o
do Mott que defendia que ¢ de um elétron condu-
tor nunca poderia ser menor que o parametro de
rede, ja que "Nao resta muito mais "onda"para uma
onda cujo caminho livre médio tenha se tornado
mais curto que seu comprimento de onda".

Em sistemas 1d ou 2d, o ¢ pode ser muito mais longo
do que A e as particulas sao localizadas. De fato, o £
relevante é aquele relativo a transferéncia de momento.
Uma situagdo semelhante existe quando a forca da de-
sordem ¢é fixada, mas varia-se a energia. Neste caso
espera-se que os elétrons nos estados préoximos a parte
inferior da banda de energia estejam localizados mesmo
por um potencial fracamente desordenado, enquanto os
elétrons nos estados proximos ao centro da banda (em
d = 3) serao deslocados, desde que a desordem nao seja
muito forte. Assim, existe uma energia critica F, sepa-
rando estados localizados e deslocalizados, chamada de
borda de mobilidade. A mobilidade de elétrons como
uma fungao da energia é identicamente zero no lado lo-
calizado (em 7' = 0), e aumenta continuamente com a
separagao da energia |F — E.| na fase deslocalizada ou
metélica. O carater continuo desta transi¢ao de fase
quéntica, denominada transicao de Anderson , é
uma consequéncia da teoria de dimensionamento

A transicao de localizacao de Anderson é uma tran-
sicao de fase quantica, ou seja, uma transicao a uma
temperatura zero ajustada por um paradmetro de con-
trole, (1, E ou v). Ao contrario de outras transigoes de
fase quanticas, a transi¢cdo de Anderson nao possui um
pardmetro de ordem 6bvio. No entanto, existe uma "te-
oria de dimensionalidade"que associa este com o com-
primento de localizagao ou correlagao &, que tende ao
infinito & medida que a transigdo se aproxima [6].

2.3 Teoria de dimensionamento

Wegner|[8] argumentou que a transigao de localizagao de
Anderson deveria ser descrita na linguagem de fenome-
nos criticos de transi¢oes de fase continuas (quanticas).
Isso requer a suposicao de um comprimento de correla-
cao & divergente em fungao da forga de desordem 7 no
ponto critico.

Em) ~n—mn™" (4)

Espera-se entao que a condutividade obedeca a lei de
dimensionamento:

a(n) ~ &~ (ne—n)° para n<n,d>2 (5)

Isso decorre do fato de que o, escrito em unidades
de €2 /(2nh), Tem dimensdo (1/comprimento)?=2, e o
Unico comprimento caracteristico préoximo a transicao
é o comprimento de correlagao £. Ao comparar o expo-
ente de condutividade s com o exponente de £ encontra-
se que:

s=v(d—2) (6)

Por outro lado, a condutdncia g de um cubo d-
dimensional de comprimento L, que para um bom me-
tal de condutividade o é dado por g(L) = o L%2, deve

obedecer a propriedade de dimensionamento

g(m; L) = ©(L/E) (7)

onde ® é uma funcao determinada inteiramente por .
Isto significa que g é uma funcao de um tnico parametro
L/¢ e cada valor de L/ corresponde com um valor de
g. Segue que g obedece a equagdo de renormalizagao
de grupo (RG). Escreve-se que:

dln(g)
dIn(L)

= pB(9) (®)

Onde S(g) é uma fungao s6 de g e nao depende da de-
sordem. Noés realmente nao sabemos § em geral, mas
podemos calcula-lo para g grande, ou seja, no limite
metéalico (deslocado) e também no limite onde g é pe-
queno, isto é, no limite de localizacao forte. Em um ar-
tigo excepcional escrito pela "gange dos 4", Abrahams,
Anderson, Licciardello e Ramakrishnan [9] propuseram
a equagao 8 e calcularam a fungao § nos limites da de-
sordem fraca e forte. Uma confirmacao da suposigao
de dimensionamento foi obtida a partir de um calculo
do termo de proxima ordem. Assim, para sistemas com
alto nivel de desordem espera-se que todos os estados
estejam localizados, com um comprimento médio de lo-
calizacgao £. Entao g(L) é uma fungio de L que decresce
exponencialmente.

g(L) ~ exp(=L/¢) (9)

Em comparacio com a dependéncia dhmica g ~ L%2,
este € um comportamento muito nao 6hmico. A fungao
3 é entao dada por:

Blg) ~In(g/gc) < 0 (10)
Na desordem fraca encontra-se de g ~ L%~2 que:
Blg) =d—2 (11)

P

A pergunta importante é a de se o sistema é
deslocalizado (metal) ou localizado (isolante) e
pode ser respondida integrando a equagdo RG (8) de
algum ponto inicial Ly, onde g(Lg) é conhecido. De-
pendendo de se 3(g) é positivo ou negativo ao longo
do caminho de integracao, a condutancia sera dimensi-
onada para infinito ou para zero, pois L vai para infi-
nito. Um esbogo grafico deste comportamento pode ser
apreciado na figura 2.

Em d = 3 dimensdes, um tem [3(g) > 0 para g grande,
mas S(g) < 0 em g pequeno. Assim, existe um ponto
critico em g = g., onde S(g.) = 0, que separa o com-
portamento localizado e o deslocalizado.

Por outro lado, em d = 1 dimenséo, tem-se que 5(g) < 0
tanto para valores grandes e menores de g, e por inter-
polagao também para valores intermediarios de g, de
modo que nao hé transi¢ao neste caso e todos os esta-
dos sao localizados.

A dimenséao d = 2 aparentemente desempenha um pa-
pel especial, como neste caso 8(g) — 0 para g — 0.
Para determinar § > 0 ou 8 < 0 para g grande é neces-
sario calcular as corregdes dependentes da escala (isto



é, dependentes de L) para o resultado do Drude em g
grande. Esta é precisamente a correcao de localizagao
fraca ja mencionada acima. Para um sistema de com-
primento finito L < Ly devemos substituir £ = DL_?
na equacao 3 por DL ™2, levando a:

9(L) = 00 — aln(L/0) (12)
onde um célculo diagraméatico d4 a = 2/m e 09 = {/Ap

(em unidades de e¢2/h ). Segue que 8(g) = —a/g para
d=2

dln(g) , Blg) Estendido
= 5(g)

dIn(L)

Localizado Quase-estendido

Figura 2: Grafico de 8(g) vs In(g) com g(L) a "con-
duténcia local"normalizada. Sendo B(g) a fungdo de
dimensionamento que describe com qual exponente a
condutancia media crece em func¢ao do tamanho do sis-

tema (L) [9]

Assim, a fungao beta é positiva para condutores tridi-
mensionais, zero para condutores bidimensionais e ne-
gativa em uma dimensao. No regime localizado, g decai
exponencialmente com o tamanho da amostra, de modo
que ((g) é negativo. Em trés dimensoes, isso leva a
um ponto critico no qual § desaparece por algum va-
lor especial para g associado & borda de mobilidade.
Os sistemas de menor dimensao nao passam por uma
transicao de fase genuina porque a condutéancia sempre
diminui com o tamanho do sistema. Um pequeno con-
dutor 2D, por exemplo, parecerd um metal no regime
quase-estendido, mas todos os seus estados serao even-
tualmente localizados se o meio for grande o suficiente

[5].

3 Experimentos

Por ser um fenémeno de interferéncia de ondas que leva
a uma quebra da propagacao em meios fortemente de-
sordenados, Anderson Localization pode ocorrer -em
principio- para todos os tipos de ondas: som, micro-
ondas, luz ou "Schrédinger" (elétrons ou atomos a bai-
xas temperaturas). Durante os altimos 30 anos a busca
pela localizagao de Anderson em amostras desordena-
das produziu uma série de observagoes experimentais

que, apesar de consideradas bem sucedidas num pri-
meiro momento, acabaram sendo eventualmente refu-
tadas por seus proprios autores, de maneira que apenas
algumas dessas confirmacoes sobreviveram até agora.
Mesmo assim, nesta secao também falarei sobre as boas
tentativas fracassadas.

3.1 Elétrons

Infelizmente, a localizacdo eletronica é diabolicamente
dificil de se confirmar. Em 1988, Aart Pruisken [10]
estabeleceu a conexao entre AL e o efeito Hall quéan-
tico inteiro. A conduténcia é constante com o campo
magnético, mas subitamente sobe quando a energia de
Fermi dos elétrons condutores se aproxima & dos niveis
de Landau. O efeito Hall quantico poderia ser explicado
se os elétrons fossem estendidos perto dos niveis de Lan-
dau, mas localizados em outros lugares. A equipe de
Pruisken encontrou uma excelente oportunidade para
testar a teoria de dimensionamento. Os processos tér-
micos afetam a fase dos elétrons e restringem sua co-
eréncia quantica ao longo de um comprimento finito.
Entdo, mudando a temperatura, muda-se o tamanho
da amostra explorada pelos elétrons. Entre as experi-
éncias feitas a equipe observou que a transicao entre os
plateaus exibiu uma dependéncia com a temperatura
em belo acordo com teoria de dimensionamento.

3.2 Luz

Qualquer coisa translucida difunde a luz difusamente.
Durante anos, pesquisadores trabalharam com o p6 de
titania [11] que é usado em tintas por suas propriedades
de dispersao. Gracas ao alto indice de refracao do po6
(cerca de 2.7) e ao tamanho de gréo submicromeétrico,
os caminhos livres médios sao da ordem de um compri-
mento de onda. Experimentos revelam sinais claros na
quebra da difusao normal. Para observar a localizagao,
o desafio é maximizar a dispersao sem introduzir ab-
sor¢ao. A dependéncia de difusdo da escala também é
estudada usando técnicas resolvidas no tempo em que
o material é excitado por uma fonte de femtosegundo
pulsada. A evolugao temporal da transmissao Optica
pode ser medida até o nivel de um fé6ton. Conforme o
tempo aumenta, o tamanho da amostra é explorado pe-
las ondas. A difusao dependente da escala pode levar a
uma constante de difusao dependente do tempo. Como
resultado, a intensidade da transmissao deve cair a uma
taxa lenta e nao-exponencial. Em 2006, o grupo de Ma-
ret mediu o tempo na cauda até 40 ns em titdnia em
po que teve valores surpreendentemente grandes para
o caminho livre médio (k¢ ~ 2.5); eles encontraram
apenas um decaimento de tempo nao-exponencial na
transmissao. Nao obstante, mostrou-se que este com-
portamento é devido & fluorescéncia e nao a localizagao
de Anderson.

3.3 Microondas

Nos comprimentos de onda milimétricos das microon-
das, é relativamente facil moldar particulas individuais,



como esferas de metal, que espalham fortemente. Co-
locando aleatoriamente as esferas em uma guia de on-
das tubular com dimensao transversal na ordem de um
caminho livre médio (tipicamente 5 cm). O inicio da
localizacao é novamente regido pela condutancia adi-
mensional g, que aqui é essencialmente igual & razao
entre o comprimento de localizagao e o comprimento
da amostra. Usando microondas, Azriel Genack [12] e
seus colegas exploraram uma ampla gama de valores de
g, incluindo o regime localizado g < 1. De fato, suas
observagoes de transmissao dependente de tempo and-
malo, difusdo dependente de escala, grandes flutuagoes
na transmissao e correlagoes de longo alcance da inten-
sidade e da conduténcia das microondas levaram a um
quadro rico e completo da localizagdo de Anderson em
fios grossos.

3.4 Acustica

O ultra-som ¢ particularmente adequado para estudos
de localizacao dependentes do tempo, devido aos lon-
gos periodos de tempo em que a energia pode ser mo-
nitorada. Em 2008, John Page, Sergey Skipetrov [13]
e colaboradores relataram a localizacao de ultrassono-
grafia de Anderson em uma rede elastica 3D de contas
de aluminio.

3.5 DMateriais de bandgap fotonico

Mordechai Segev [14] colaboradores desenharam um ex-
perimento para localizar um pacote de ondas ao longo
de duas diregoes transversais enquanto continuavam a
se propagar ao longo do terceiro. Com base em uma
previsao de Lagendijk em 1989, a realizagao experimen-
tal de Segev significou que os pesquisadores puderam
medir a localizagao no espago ao invés de deduzi-la de
um espectro de transmissao

3.6 Atomos frios

Quando os atomos sao resfriados até quase a tempe-
ratura zero absoluta, seu comprimento de onda de de
Broglie se torna grande - fragoes de um micron. Grupos
de pesquisa em Palaiseau, na Franga, e em Florenca, na
Italia, observaram recentemente que a expansao de ato-
mos ultrafrios em um potencial 1D desordenado pode
ser interrompida - a primeira evidéncia para a localiza-
¢ao de gases atomicos em Anderson em uma dimensao.

A localizagao tridimensional foi recentemente obser-
vada por pesquisadores franceses [15] usando atomos
frios impulsionados. O experimento, realizado por Ju-
lien Chabé e colegas em 2008, confirmou uma escala de
um pardmetro em torno de uma borda de mobilidade e
encontrou expoentes criticos consistentes com o modelo
Anderson 3D.

4 Conclusoes e perspectivas

Embora os conceitos fundamentais da localizagao de
Anderson sejam bem compreendidos até agora, entre

as questoes que ainda precisam ser respondidas esta a
analise das propriedades criticas perto da transicao de
Anderson.

A teoria auto-consistente da localizagdo de Anderson
é uma ferramenta versatil para a investigagao desses
problemas. Ela permite incorporar as caracteristicas
detalhadas do sistema, como a relagao de dispersao de
energia, a forma particular de desordem, a forma da
amostra e a teoria autoconsistente de Anderson.
Como a localiza¢ao de Anderson é um fendémeno de in-
terferéncia de onda, as limitagoes de coeréncia de fase
sao um assunto importante de estudo neste contexto.
Até agora, a localizagdo de Anderson foi observada em
muitos sistemas diferentes, sem duavida. Por outro lado,
a observagdo da transi¢do de Anderson em si é uma
tarefa muito mais desafiadora. Aqui, as investigacoes
recentes de ondas cléassicas e ondas de matéria atémica
oferecem novas perspectivas fascinantes que certamente
nos levarao a uma compreensao mais profunda do feno-
meno de localizagao.

Como opiniao pessoal e dando uma perspectiva geral
do assunto acredito que a localizacdo de Anderson vai
continuar sendo um fenémeno que poderia incursionar
em mais campos da ciéncia dando resposta (ou criando
mais interrogagoes) ao redor de diferentes fenomenos.
Especialmente, acho importante a realizagao de expe-
riéngias em ondas actsticas (vibracdo) e suas variantes
posto que as vantagens tecnologicas que materiais com
condutividade térmica "tunnable"poderiam trazer se-
riam maravilhosas.
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